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冗長座標測定機（冗長座標測定機（11））
冗長性を持つ2次元座標測定機

2次元2辺測量：冗長性を出すために3つのレーザトラッカを配置し，

キャッツアイまでの距離から座標を測定する

2つのカメラ（2次元的なカメラ）とレーザスキャナ：3つの角度測定システ

ムによる座標測定

3つの回転関節による2次元3自由度多関節機構
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冗長座標測定機（冗長座標測定機（22））
冗長性を持つ2次元座標測定機の校正

2次元2辺測量，3つの角度測定システム

1つの校正点に対して複数のセンサが集まるような形になって，校正点に対

して複数の順運動学が存在

1つの座標を複数の順運動学解で計算できるような冗長性を持った座標測

定機を「冗長座標測定機」と呼び，冗長座標測定機の自己校正について検
討する

2次元3自由度多関節機構

つながった腕が最終的に1つの

校正点を測定する形で，自由度
が多いために校正点を複数の
姿勢で測定できる

閉ループを作って自己校正を行う
場合で，座標測定機のアーティフ
ァクト校正において，1点を与える

アーティファクトを使用したのと等
価である
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44つのレーザトラッカによる座標つのレーザトラッカによる座標測定機測定機

産総研計測標準
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LLeeicaica LTD800LTD800

±25µm
絶対距離計
による測定
誤差

±10µm/m測定誤差

±5µm/m繰返し精度

±5µm/m繰返し精度
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冗長冗長座標測定機の座標測定機の順運動学（順運動学（11））
同じ座標に対して複数センサによる複数の順運動学が得られる

2次元座標で考えると，センサ出力が k 個あるとその中の2個のセンサか

ら順運動学が計算できる

2個を選び出す kC2 個の組み合わせがあり，それぞれの組み合わせに対

応する順運動学の式は異なる

冗長座標測定機の例として，3つのレーザトラッカを取り上げ，その自己校

正方法を考える

レーザトラッカのパラメータ
レーザトラッカ1，2および3の座標：
(0, 0)，(bx2, 0)，(bx3, by3)
レーザトラッカの測長距離：
l1，l2，l3
それぞれのオフセット： d1，d2，d3

運動学校正において求めるパラメータ：
bx2，bx3，by3，d1，d2，d3 6つ
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冗長冗長座標測定機の座標測定機の順運動学（順運動学（22））
最小二乗法の構成

普通はレーザトラッカの測長距離の誤差を最小にする

自己校正の手法を一般化，他の冗長座標測定機にも対応：順運動学
で計算された座標値の誤差を最小にする

2つの方法の計算結果は完全に一致する

順運動学を f 
3つのレーザトラッカの測定距離の
どの2つを使うかにより3つの順運
動学 fa，fb および fc が存在する

fa は l1 と l2，fb は l2 と l3，fc は
l3 と l1 から座標値を計算する

順運動学を表すパラメータ p とエン
コーダの読み q は，それぞれの計

算では一部しか使わないが，共通
のベクトルとして考える
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冗長座標測定機の自己校正（冗長座標測定機の自己校正（11））
アーティファクト校正の基本となる順運動学の式

測定機座標系をアーティファクト座標系へ変換するための平行移動と
回転を r 
F は r を含んだ順運動学

i はアーティファクトの持つ校正点の数

j はアーティファクトの位置や姿勢の数

レーザトラッカの例
校正点はキェッツアイの座標の1つであるので i は不要

Wij はアーティファクト座標系における校正点の座標

r ではキャッツアイの中心座標への平行移動だけで，回転は含まない

ijjijij FrqpFW == ),,(
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冗長座標測定機の自己校正（冗長座標測定機の自己校正（22））
3つの順運動学に対応した3つの校正点が得られる

座標値はXY座標を持つので，値としては6つの値（xa，ya，xb，yb，xc，
yc）が得られる

エンコーダの値は3つ（l1，l2，l3）のため，独立しているのはこのうち3つ
である

測定値として最低3つ使えば校正を行うことができる．3つの測定値を使
う場合は，求めたいパラメータへの伝播の関係を考慮して，3つを選択

する必要がある

今回の例では，2つのX座標と1つのY座標を選択すればよい

以下の説明では測定値として（xa，ya，xb）を選択する

4つ以上を選択した場合には，測定誤差の分散共分散行列が従属にな
るため，逆行列でなく擬似逆行列を使う必要があるが，結果は3つの測

定値を利用した場合と完全に一致する
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冗長座標測定機の自己校正（冗長座標測定機の自己校正（33））
順運動学の最終的な形
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（11））
(xj, yj) は j 番目の校正点におけるキャッツアイの座標値

この座標値がアーティファクト校正におけるアーティファクト座標系を表
すパラメータとなる

1つの測定において，座標値を新しいパラメータとして追加しながら，最

小二乗法を構成すれば，自己校正が行える

1回の測定で，1つだけ余分な式が得られるので，6つのパラメータを求
めるには6回以上の測定が必要となる

基本的な最小二乗法の手法はこれまでと同じで，ヤコビ行列 A，誤差
行列 S，測定値行列 b により非線形最小二乗法が構成できる
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（22））
ヤコビ行列A
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（33））
誤差行列S

誤差としては，測長距離 l1，l2 および l3 にそれぞれ，独立で標準偏差
sl を持つ偶然誤差を考える

実際には，距離によって誤差の大きさは変化するかも知れない．その
場合は，sl を距離の関数として定義すればいい

また，測定空間の温度分布やキャッツアイの方向誤差などの影響で，
誤差間に相関がある場合も考えられる．その場合は，相関が分かれば
それを考慮すればいい．

簡単のため，測定距離の誤差は，距離には無関係でレーザトラッカの
相関はないと考える
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（44））
誤差行列Sの全体

Sｊ は j 番目のアーティファクトの測定に対応する分散共分散行列であ
る．これを対角に並べることで誤差行列 S を計算できる

Sｊ の計算では，xa，ya，xb の分散と共分散を計算する．計算式の一部
として，xa の分散，xa と ya の共分散および xa と xb の共分散の計算

式を示す．その他の計算も偏微分により機械的に計算できる．
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（55））
誤差行列Sの分散（sxa）の計算

xa の分散の計算で，xa の計算に l3 は使わないので，l3 による偏微分
の項は零となり l1 と l2 の項に関係した分散が残る．
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最小二乗解の計算最小二乗解の計算（（66））
誤差行列Sの共分散（sxaya，sxayb）の計算

同じ測定値におけるX座標とY座標の共分散である．この場合，xa と ya
の共分散では，l1 と l2 がそれぞれ誤差を持っているので，計算されるX
座標とY座標の誤差は互いに相関を持つ．

別々の測定値間の共分散である．別々な測定値においても共通した測
定距離を使っていれば相関を持つ．xa と xb の共分散では，両方に共
通な測定距離である l2 を使っているため，この項だけが有効である．
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最小二乗解の計算（最小二乗解の計算（77））
測定値ベクトル b 

測定値とアーティファクトに値付けられた校正値との差である．キャッツ
アイの座標に平行移動した後の校正値はすべて零なので，平行移動し
た測定値がそのまま測定値ベクトルとなる．
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計算計算例の設定例の設定

3つのレーザトラッカを利用した，座標測定機の自己校正
レーザトラッカ1，2および3の位置（単位は mm）をそれぞれ (0, 0)，
(100, 0)，(50, 100)
測定誤差としては，レーザトラッカの測長距離の誤差だけを考え，標準
偏差で 1 µm の正規分布を示す誤差を与えた．

測定範囲
3つのレーザトラッカが作る三角形の 2.5 mm 内側

キャッツアイを測定範囲内に 10 mm 間隔，5 mm 間隔，2.5 mm 間隔，
2mm 間隔の格子点上に移動させ，校正に利用する校正点とした

校正点の数は，それぞれ 41 個，181 個，722 個，1058 個となった．
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計算計算例の評価例の評価（（11））
いままで示したように，ヤコビ行列Aおよび誤差行列Sを求める

校正したパラメータの不確かさ
誤差伝播により求めることができる

測定値が含む誤差からパラメータの推定値への誤差伝播の式

Sp はパラメータの分散共分散，Sr はアーティファクト座標系への変換
パラメータの分散共分散，Spr はそれぞれのパラメータの共分散を表

す．

Sp により，各パラメータがどのくらいの不確かさで校正されたかを評価

することができる．
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計算計算例の評価例の評価（（22））
表は，校正点の数を41個から1058個に変化させた場合の6つ
のパラメータの誤差（標準偏差）の平均値と最大値を示す

平均化効果

2.32.75.512.5max (µm)
1.72.04.09.1mean (µm)

105872218141no. of point
2 mm2.5 mm5 mm10 mmpitch of points
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計算計算例の評価例の評価（（33））
表には，校正点が722点の場合の6つのパラメータの標準偏差

と相関係数を示している
表の対角成分がパラメータの標準偏差で，1.6 µm から 2.7 µm
相関係数は，bx3 と d1 および by3 と d3 では，0.9 に近い大きな値と

なっていて，校正したパラメータに大きな相関が残っていることを示して
いる．

2.2d3

-0.21911.6d2

-0.2191-0.25931.6d1

0.9735-0.0864-0.08642.2by3

-0.1180-0.55490.9426-0.04972.7bx3

-0.36950.60680.6068-0.15560.31941.7bx2

d3d2d1by3bx3bx2
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計算計算例の校正後の不確かさ評価例の校正後の不確かさ評価（（11））
校正後の測定点の評価

パラメータ推定値の分散共分散行列 Sp の測定点への伝播 Sm
レーザトラッカの測長誤差の測定点への伝播 Sq
評価したい座標に対応したヤコビ行列を Ap とすると，式によって，測
定値が持つ分散共分散 Smq を計算できる．

3つの順運動学に対応した測定点において，それぞれXY座標が得られ
全部で6つの座標値が計算されるので，Smq をは6×6の行列となる．
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計算計算例の校正後の不確かさ評価例の校正後の不確かさ評価（（22））
3つの測定点から，よりよい推定値を計算する

分散共分散を考慮した重みつき平均を行う必要がある．

重み付き平均のためのヤコビ行列 Amq は，式のようになり，このヤコ
ビ行列と測定値の分散共分散行列 Smq から平均を求める係数 C が
計算できる．

その推定値の分散共分散行列 Sc も同様に計算できる．

校正後の測定点の分散共分散 Sc は，校正後の座標測定機が測定し
た測定点のX座標およびY座標の分散と共分散を示し，測定点の不確

かさを示している．
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計算計算例の校正後の不確かさ評価例の校正後の不確かさ評価（（33））
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722 点で校正した後の測定点の誤差を測定範囲内の 10 mm 
間隔の位置で評価した例

（a）は Smq より計算された分散共分散より誤差楕円を求め，2000 倍
に拡大して表示したものである．三角形の各頂点にレーザトラッカが配
置されて，レーザトラッカに対する測定位置により誤差の様子

（b）と（c）はそれぞれ，Smq の代わりに Sm と Sq を使った場合の誤

差の評価で，パラメータの誤差による測定誤差，レーザトラッカの測長
誤差による測定誤差の誤差楕円を示している．この2つの和が（a）

（a）Smq （b）Sm （c）Sq



三次元座報測定9回 2006/1/17

5

2006/1/17 三次元座標測定9回 25

計算例の校正後の不確かさ評価（計算例の校正後の不確かさ評価（44））
各点のX座標の誤差とY座標の誤差の二乗和の平方根を等高

線表示したものである．
色が黒いほど，誤差が大きいことを示している．誤差の計算は，三角形
より 2.5 mm 内側の領域に対して行った．

これらの誤差は，測定点を座標測定機の座標系で評価したものである

校正に使った座標系の取り方によって，値が異なる．レーザトラッカ1を（0, 
0）に固定しているので，この付近の誤差が小さくなり，レーザトラッカ3の付

近で誤差が大きくなる．

本当に測定結果を評価するため
には，測定によって測定物座標系
をつくり，その中での相対的な位置
の誤差を評価すべきである．
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測定値の平均測定値の平均

3つの測定値の平均の取り方は種々考えられる．

図は，校正点が 181点の場合
（a）は分散共分散を考慮して平均を取った場合

（b）は3つの測定点のうち誤差が小さいものを選んだ場合

（c）は単純に3つの座標を平均した場合である．

（a）の方法が最も測定誤差を小さくできることが分かる．また，単に平
均を取った場合では，測定範囲の外側の端で誤差が大きくなる
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まとめまとめ

三次元機構を座標測定機として用いる場合，複数の順運動学
を持つ冗長な座標測定機の自己校正における理論的な定式化
を行った．さらに，校正後の測定点に対する不確かさの評価手
法を導出した．その結果以下のことが分かった．

座標測定機の順運動学を冗長座標測定機に拡張し，最小二乗法に
よって校正する方法を定式化した．

校正後の測定点の不確かさを計算する方法として，複数の測定結果を
平均する方法を定式化した．

この計算手法により，冗長座標測定機の自己校正における運動学パラ
メータの校正の理論的な手法を確立できた．

今後は，
校正後の測定点の評価方法として，測定物座標系における評価方法
の検討

運動学パラメータ以外の幾何パラメータの校正を行い

アーティファクト校正を確立することを目指す．


