
1.　は　じ　め　に

精密計測における形状計測の中で，三次元座標測定機を用い
る座標計測の重要性が増加している．ISOにおいても，座標計
測の規格化，位置付けが行われている．この中では，三次元座
標測定機によって測定された形体（real feature）上の複数の測
定点から，最小二乗法により実際形体（associated feature）が計
算される 1）2）．このとき，実際形体としては最小二乗法によっ
て計算された幾何学的に理想的な形状（Gaussian associated

feature）を持つ形体が使われる．
しかし，このままでは測定した形体の寸法などの不確かさの
評価を行うことができない．形体の不確かさの評価として，単
独形体に対しては測定された実際形体からの残差の標準偏差を
用いること，関連形体に対しては単独形体の標準偏差を利用し
た形体間演算を用いることを提案した 3）．単独形体の測定の不
確かさを残差の標準偏差だけを用いて評価することは，簡単で
よい推定値を与えるが，測定点の位置が偏っているような場合
には正しい値を与えることができない．
本論文では，単独形体（直線形体，円形体および円筒形体）
を複数の測定点で測定した場合の測定結果（計算された形体の
パラメータ）の信頼性を評価する手法を定式化する．まず，測
定点の位置，数などから最小二乗法により形体のパラメータを
計算する場合の，測定点の誤差とパラメータの誤差の関係を示
し，次に，測定位置における計算結果の信頼性の幅の計算方法
を示す．
この手法によって，単独形体の測定の不確かさをより正確に
求められるばかりでなく，要求された測定の不確かさに合わせ
た測定位置，測定点の数を決定することができ，座標計測にお
いて，データム 4）や幾何精度を用いた形状評価 5）6）に，測定
の不確かさを統一的に使用することが可能となると考えられる．

2.　実際形体の計算手法

2.1　計算の前提条件

座標計測においては，実際形体として最小二乗法によって計

算された理想的な幾何形状を持つ形体を利用する．この場合，
粗さ測定などの形状計測と違い，以下の前提条件を考慮して計
算手法の定式化を行う必要がある．
（1） 測定点の数は少ない．
（2） 測定点を形体全体に均等に取れるとは限らない．
（3） 測定精度は必ずしもよくない．
（4） 測定対象の形体のモデルは分かっている．
（1）～（3）の条件は形状計測と大きく異なることで，三次
元座標測定機の精度，構造の制約を考えると必要となる条件で
ある．このような条件では，形体のパラメータを計算する場合
に，測定点の誤差を無視することはできない．測定点の誤差と
形体のパラメータの誤差の関係は，基本的には誤差伝播の法則
を最小二乗法に適用することで評価することができる．
（4）の条件の意味は，測定点を球面上の点として見るか，円
筒上の点として見るかということが分かっていることである．
精度のよい測定点が大量に得られる場合，形体のモデルを測定
点から推定することは可能となる．しかし，上記のような条件
の下では，形体のモデルを推定することは難しい．
次に，最小二乗法を行う前提として，以下のこと仮定する．
（1） すべての測定点の誤差（標準偏差）は既知の量 K 0 で
ある．

（2） 測定点間の相関はない．
測定点の誤差は，座標測定機による一点測定の不確かさ，形

体の表面粗さなどの高周波成分による測定の不確かさなどから
計算されるものである．測定点間の相関の影響については，3.2

項で一部検討を行う．
K 0 を測定点の一点測定の不確かさとすると， K 0 から最小

二乗法による計算結果の不確かさを推定するのがこの論文の目
的となるが，用語としては不確かさの変わりに誤差という言葉
を用い，値としては標準偏差または分散を用いて表現する．

2.2　最小二乗法による計算

まず．最小二乗法の計算手法を簡単 7）8）に記述する．式 (1)

の関係が，観測方程式，正規方程式，最小二乗解の間にはある．

観測方程式：　

正規方程式：　

最小二乗解：　 　
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ただし，A はヤコビ行列，dは測定値ベクトル，pはパラメー
タベクトル、S は測定値の誤差行列（分散･共分散行列）であ
り，

~
Aは A の転置行列を表す．パラメータの誤差行列 Spおよ

び計算値の誤差行列 Smは式（2）および（3）によって求めら
れる．Spの対角成分は，計算された各パラメータの持つ誤差の
分散を，Sm は最小二乗形体上の任意の位置における最小二乗
形体の信頼性の幅の分散を示す．式（2）は，測定値の誤差か
らパラメータの誤差への誤差の伝播で，式（3）はパラメータ
の誤差から計算値の誤差への誤差の伝播の式である．

S AS Ap = − −( ~ )1 1 （2）

S AS Am p= ~ （3）

この評価によれば，測定点の誤差が分かっている場合，最小
二乗形体の任意位置における誤差の範囲（信頼性の幅）がヤコ
ビ行列から計算できる．ヤコビ行列は測定点の位置にのみ依存
するため，パラメータの誤差も測定点の位置と測定点の誤差に
よって評価できる．最小二乗法を使う理由の一つは，このよう
に計算結果の信頼性を評価できることにある 9）10）．

3.　直線のパラメータの評価

3.1　直線のパラメータ誤差の計算

2.2 項の計算の簡単な例として二次元の直線を扱う．最小二
乗直線を計算し，測定点の重心を原点に方向ベクトルを X 軸と
なるように測定点を回転，平行移動したとして解析を行う．こ
のように測定点を変換しても，解析の一般性は損なわれない．
パラメータを直線の Y 切片と傾き（ p1および p2 ）とする．

観測方程式は d p p x= +1 2  となる．まず，n個の測定点 t1（x1，

y1）～tn（xn，yn）よりヤコビ行列 A を作る．
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つぎに，パラメータの誤差行列 Sp を求める．測定点の位置
を–0.5D～0.5Dの範囲に原点に左右対称に取り，測定点に相関
がなく，測定誤差の分散をσ 0

2と仮定する．この条件では，S

は単位行列とσ 0
2の積となり，xの和の項はゼロとなるので，正

規方程式の最初の部分は，式（5）で表現され，Spは式（6）と
なる．
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この計算より，直線の Y 切片の誤差σ p1
は，nの逆数で決ま

り，傾きの誤差σ p2
は x2の和の逆数で決まることとなる．つま

り，nが大きいほど直線の Y 切片の誤差は小さくなり，xの二
乗和が大きいほど直線の傾きの誤差は小さくなる．nは測定点
数なので，同じ測定点数では，xの絶対値が大きい，つまり外
側に測定点を取るほど直線の傾きの誤差は小さくなる．
例えば測定点が 10点の場合，10点を等間隔に取った場合と

5点ずつを左右の端に取った場合では，直線の Y 切片の誤差は
どちらも σ 0 n となるが，直線の傾きの誤差は，前者で
0 99 0. σ Dとなり，後者で0 63 0. σ Dとなり，前者の誤差は後者

より 57%ほど大きくなっている．
最小二乗直線上の任意位置における信頼性の幅を示す誤差行

列 Smは，ヤコビ行列 A を (1  x) と置いて式（3）を計算する
ことで得られる．式（6）と同様の測定点の条件では，
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となる．式（7）より，n個の測定点が D の範囲に均等に置か
れたとき，最小二乗法で計算された直線の信頼性の幅は，
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となり，原点でσ 0 nの誤差，原点から離れるにつれて，式（9）
に漸近することを示している．
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図 1は，最小二乗直線上の任意位置による信頼性の幅を，横
軸は D，縦軸はσ 0で正規化して示している．nが小さい場合は，
外側では信頼性の幅が広くなっていることが分かる．また，式
（8）を利用して信頼性の幅を指定した値以下にするために必要
な測定点および測定点の範囲を決定できる．

3.2　測定点の相関がある場合

前項の結果は測定点の相関がない場合であるが，測定点が近
い場合には測定点間に相関がないとするのは現実的でない．そ
こで，測定点間に測定点の距離の関数として相関を与えた場合
について簡単な検討を行う．
測定点間の相関を考えた場合も，2.2 項の計算はそのまま成

立する．ただし，Sは対角行列にはならず，非対角要素には相
関係数（共分散係数）が入ることになる．まず，4つの測定点
を左右対称に–0.5D，–kD，kDおよび 0.5Dに配置した場合につ
いて考える．相関がなければ，前項のように 2点ずつを左右の
端に置いた場合に直線の傾きのパラメータ誤差σ p2

が最小の
σ 0 Dとなる．図 2の□印は，相関がない場合に kをパラメー
タとして直線の傾きのパラメータ誤差σ p2

を示している．k が
0.5の場合誤差は最小のσ 0 / Dとなり，k が 0.0のとき最大の

2 0σ / Dとなる．
測定点に相関がある場合には，式（2）および（3）の計算で

Sに適当な共分散係数を入れる必要がある．相関関数 r(u)を距
離 uによって決まる関数とする．一般的には，相関関数は r(0)
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　Fig. 1 Reliability range σm/σ0 versus position of least squares line x/D

at number of measured points n = 2, 4, 10 and 50
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の値が 1.0で，2つの測定点の距離 uが増加すると減少するよ
うな関数である．上記の例では，Sは式（10）のように表現で
きる（距離は Dで正規化されている）．
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図 2の△印および×印は，それぞれ一次関数の相関関数と二
次関数の相関関数を仮定した場合のパラメータ誤差を示す．ど
ちらの相関関数も測定点間の距離が0のときは1.0，距離が0.2D

で相関が 0.0となるように設定した．
一次的な相関を仮定すると，相関がなくなったところに測定
点を取ると，直線の傾きのパラメータ誤差を減らすことができ
る．つまり，k = 0.3のときが一番信頼性の高い測定が可能とな
る．二次関数の相関関数に対しては，相関のなくなる少し前（k

≒ 0.34）がもっとも直線の傾きの信頼性が高い測定ができる
ことが分かる．

4.　円および円筒のパラメータの評価

4.1　二次元の円のパラメータ誤差の計算

二次元の形体のもう一つの例として，円の測定の場合を検討
する．円のパラメータを中心座標（p1，p2）と半径（p3）とす
るとヤコビ行列は式（11）となる 11）．
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最小二乗中心が原点となるようにすべての測定点を平行移動
する．そして，測定点を極座標で表現するとヤコビ行列 A は式
（12）のように表現できる．
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ここで， x r y ri i i i i i= =cos sinθ θ， である．測定点に相関がな
いとき，パラメータの誤差行列は，
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以下， C c S si i i i= = = =Σ Σ Σ Σcos cos sin sin2 2θ θ θ θ， ， ，
と表現する．もし，測定点を円上に均等に取ると，コサイン，
サインおよびコサイン×サインの和の項はゼロとなる．更に，
コサインとサインの二乗の和は n/2となるので，パラメータの
誤差行列は式（14）の形となる．
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これは，円の中心の X および Y 座標の誤差が 2 0/ nσ ，半径
の分散が 1 0/ nσ となることを表している．
つぎに，測定点が偏っている場合を考える．n個の測定点 t1
～tnが X 軸の正の部分の±α / 2に X 軸に上下対称に存在して
いるとする．測定点の位置は上下対称のため，サインおよびコ
サイン×サインの和の項はゼロとなる．パラメータの誤差行列
は，
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となる．ここで，B n nC ci i= − = −Σ Σcos ( cos )2 2 2θ θ である．
この式から，中心の X 座標の誤差σ p1

は，Bが大きいほど（コ
サインの項がばらついているほど）小さいことが分かる．すな
わちコサインが大きい測定点（θi = 0）とコサインが小さい測
定点（θi = ±α / 2）が多く存在すればよい．中心の Y 座標の誤
差σ p2

および半径の誤差σ p3
の共分散係数は負の値を持つため，

この 2つのパラメータが負の相関を持つことが分かる．また，
中心の Y 座標の誤差σ p2

は，サインの二乗和が大きいときに小
さくなる．
最小二乗円上の任意位置における信頼性の幅はヤコビ行列A

を ( cos sin )− − −θ θ    1  として，Smの計算をすることで式（16）
として求められる．
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例として，測定点を ±30° の範囲に均等に 5 つ取った場合
について計算した結果を示す．信頼性の幅は， −= 8.10(mσ

2/12 )cos7.12cos0.23 θθ + となる．図 3 は半径を 10.0，σ 0を
1.0 としたときの例で，太実線で示す円が最小二乗円，×印が
測定点の位置，網掛け部分が信頼性の幅を表現している．
図 4は，中心の X 座標の誤差σ p1

を測定点の範囲αと測定点
の数 n との関係で示したものであり，縦軸はσ 0との比を対数
表現している．この図より，必要な測定の信頼性を確保するた
めには，どのように測定点の位置を取るかを評価することがで
きる．図 5 は，図 4 を等高線表示したものでり，太実線は
σ σp1 0= およびσ σp1

2 0= となる条件を示している．右の太実
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　Fig. 2 Error of direction of least squares line σp2
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measured points k at 3 types of correlation functions
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線より右側の条件（例えば，測定点の数 nが 40で測定点の範
囲αが 150°の場合：図の×印の条件）で測定すれば，計算され
た最小二乗円の中心の X 座標の誤差σ p1

が測定点の誤差σ 0よ
り小さくなることが分かる．

4.2　円筒のパラメータ誤差の計算

円筒の場合も円と同様に，以下の条件で最小二乗法が構成で
きる．まず，最小二乗円筒の軸の方向ベクトルが Z軸，軸上の
一点が原点となるように測定点を平行移動および回転する．軸
上の一点の X および Y 座標（p1，p2），軸の単位方向ベクトル
の X および Y 座標（p3，p4），および円筒の半径（p5）をパラ
メータとする．測定点を円筒座標で表現するとヤコビ行列 A は
式（17）のように表現できる．
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もし，測定点を円筒上に円周方向に均等に n1 個，母線方向
の±D/2の範囲に均等に n2個取ると（合計測定点数 n = n1×n2）．
Z座標，コサイン，サインおよびコサイン×サインなどの和の
項はゼロとなる．更に，コサインとサインの二乗の和は n1/2

となるので，パラメータの誤差行列は式（18）となる．
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Spの対角成分は，最小二乗円筒の軸上の一点の X および Y

座標の誤差，軸の方向ベクトルの X および Y 座標の誤差，半
径の誤差をそれぞれ示している．
つぎに，測定点が偏っている場合を考える． n1×n2 個の測

定点が図 6のように円周方向の範囲±α / 2，Z方向の範囲±D/2

に等間隔に存在しているとする．測定点の位置は上下対称のた
め，サインおよびコサイン×サインの和の項はゼロとなり，Sp

は式（19）で計算できる．
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ここで，添え字は i = 1～n1（i は，C，S，cおよび sで使われて
いる），j = 1～n2である．
図 7はα = 90°，D = 5，n1 = 6，n2 = 4の条件で測定点の誤差

を評価したものであり，XZ平面を切り口として表示してある．
真ん中の円筒が最小二乗法で計算された円筒を，外側と内側の
円筒がその点における計算値の信頼性の幅± σmを示している．
測定点は X 軸の正の領域にあるので，そこから離れている X

軸の負の領域で誤差が大きくなっていること，Z軸の上下方向
に原点より離れると誤差が大きくなる様子が分かる．
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　Fig. 3 Reliability range of least squares circle at 5 measured points
(t1-t5) in range of angle ±30°

　Fig. 4 3D map of σp1
 versus number and range of angle of measured

points (n: 5 - 100 and α: 10° - 180° )

　Fig. 5 Contour map of σp1
 versus number and range of angle of

measured points (n and α)
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5.　お　わ　り　に

最小二乗法で，実際形体を計算する場合の，パラメータ誤差
および最小二乗形体の信頼性の幅の計算方法を示し，それを直
線形体，円形体および円筒形体に適用した場合の計算方法を定
式化した．この計算方法によれば，形体の観測方程式からヤコ
ビ行列を作り，測定点の位置および数から，機械的にパラメー

タ誤差，最小二乗形体上の任意の位置における計算値の信頼性
の幅を計算できる．
また，この手法を用いたデータ解析の例として，以下の解析

方法を示した．
（1） 測定点の数，測定点の範囲とパラメータ誤差の関係の
導出方法

（2） 測定値に相関がある場合の，測定点とパラメータ誤差
との関係の導出方法

（3） 必要なパラメータ誤差を満足するような，測定位置，
測定点の数を求める方法
この手法と形状精度を含めた形状間演算の手法を組み合わせ

ることによって，各形体の誤差評価をより精密に行うことがで
きる．また，生産工程の工程能力から製品の粗さなどが予測で
き，測定機の精度などから一点測定の誤差が予測できるとき，
本手法を利用して製品要求精度にあった測定戦略を決定するこ
とも可能であると考えている．
今後は，一点測定の誤差（測定の不確かさ）として既知の量

として扱ったσ 0の推定方法および，やはり既知として扱った
形体モデルの決定方法について検討する予定である．
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　Fig. 6 Positions of measured points (ti j) on least squares cylinder
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　Fig. 7 3D map of reliability range of least squares cylinder
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