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1. 緒   言 

三次元測定機による座標計測では，測定対象となる形体に

対する複数の測定点から最小二乗法などの計算によって，測

定形状を求め，測定したい寸法や位置を計算する．我々は，

このような測定の流れを「形体計測」として確立するための

研究を行っている1) 2)．すでに形体計測の基本的な流れおよび

考え方について検討を行った． 
つぎに検討すべき課題は形体計測における不確かさの見積

り方法である 3)．以下，本論文では不確かさの要因について

は｢誤差｣という用語を使用し，結果として計算される値を｢不

確かさ｣と呼ぶ．また，式においてはどちらも標準偏差または

分散で表現することとする．最終的な拡張不確かさは包含係

数 k（普通は k = 2）を掛けることで計算できる． 
測定点が偶然誤差だけを持つ場合の不確かさの見積りにつ

いては，誤差伝播の方法を利用した統計的な推定方法を提案

した4) 5)．この手法によれば，測定点の数や位置を決定すれば

測定結果の不確かさを推定することができる．しかし，測定

点の誤差に系統的誤差がある場合については，不確かさを過

大評価する場合や逆に過小評価する場合がある．既知の系統

誤差の影響は，補正することで無くすことができる．しかし，

本論文で取り上げるような，偶然誤差により生じるが一連の

測定では一定となる未知の系統誤差は，補正できないし，偶

然誤差として扱うこともできない． 
未知の系統誤差としては，スケールの低次の誤差，ドリフ

ト，プローブの方向性の誤差，測定物の形状誤差などが考え

られるが，ここでは，ボールプローブの校正作業による未知

の系統誤差を取り上げる．未知の系統誤差による不確かさ（こ

れを未知の系統効果という）を見積もる手法として，計算機

シミュレーションによる手法が提案されている6) 7)．しかし，

計算機シミュレーションの方法は，限定されたいくつかの要

因を考慮しているだけで，まだ不十分である．また，理論的

な研究が進んでいないため，偶然誤差による不確かさと系統

誤差による不確かさの扱いが混乱している8)～11)． 
本報では，偶然誤差による不確かさと系統誤差による不確

かさの数学的な扱いについて，円形体を測定する場合を例に

して，その理論的な定式化を行う． 

2. 計算および理論展開における仮定 

図 1 に，計算および理論展開に使うモデルを示す．このモ
デルでは，計算などをすべて 2 次元で考える．まず，ボール
プローブの直径を直径が値付けられている参照円で校正する．

このボールプローブを利用して測定円の中心位置および直径

を測定し，その測定結果の不確かさを推定する． 
簡略化のために以下の仮定と条件を置く． 
（1）ボールプローブの系統誤差は補正されている．プロービ
ングでは偶然誤差による不確かさだけを考え，大きさを標

準偏差で spとする． 
（2）ボールプローブの校正作業は，m点の測定点を均等に参
照円上に取ることで行う． 
（3）参照円の値付けられた直径の誤差を標準偏差で sc とす

る．また，参照円の形状偏差および粗さの影響は考えない． 
（4）測定では，測定円の全体もしくは一部を校正したボール
プローブで測定する． 
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3. 偶然誤差だけを考えた場合 

測定誤差として偶然誤差だけを考えた場合，偶然誤差によ

る不確かさだけを考えればいい．円形体の測定については，

すでに計算方法を報告した5)．これによれば，偶然誤差による

誤差行列と測定位置によるヤコビ行列を利用して誤差の伝播

を考えることで，測定の不確かさを推定できる． 
式（1）で，Pは測定結果の不確かさを示す行列で，対角要

素の sx
2，sy

2および sd
2がそれぞれ，測定円の中心の X座標と

Y 座標および直径の不確かさを示し，非対角要素がそれぞれ
の共分散を示す．S は誤差行列で偶然誤差間には相関がない
ため，プロービングの偶然誤差の分散 sp

2と単位行列の積で表

現される．A はヤコビ行列で，図 2のような測定点の位置を
示す角度 tiによって表現できる．この 2 つの行列から最小二
乗法によって，式（4）のように Pを計算できる． 
式（4）は測定点を円形体上に均等に取れば，パラメータ間
の不確かさに相関のない式（5）となる．このようにプロービ
ングには，偶然誤差しかないと考えると，偶然誤差による測

定結果の不確かさは比較的簡単に推定することができる． 
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4. 校正作業により生じる系統誤差 

前章で述べたように，偶然誤差だけを考えた場合の不確か

さの推定は比較的簡単に行えた．つぎに，系統誤差による不

確かさを考えてみる．図 1 のような方法で，ボールプローブ
の中心位置と補正プローブ直径を求めるとき，校正作業に対

してプロービングの偶然誤差などによって生じる不確かさが

生じる．このような不確かさは，偶然的なものだが，校正作

業後の一連の測定では一定である．ここが，一般的な偶然誤

差との違いである． 
単純な例で考えると，校正作業によって補正プローブ直径 

が真のプローブ直径より小さく校正されたとする．この場合，

図 3（a）のような段差測定では，補正プローブ直径の誤差は
打ち消され，不確かさはプロービングの偶然誤差によってだ

け生じる．しかし，図 3（b）のような面間寸法の測定では，
プローブ直径の誤差がそのまま測定誤差となるため，面間寸

法の測定の不確かさには，プロービングの偶然誤差による不

確かさと補正プローブ直径の系統誤差による不確かさを足し

たものとなる． 
この例のように，系統誤差による不確かさの影響は，すべ

ての測定に同じように生じることはなく，測定点の位置，測

定項目などの測定戦略によって影響される． 
m 点の均等な測定点によってボールプローブの校正作業を
行った場合の，校正されたボールプローブの中心位置および

補正プローブ直径の誤差の分散 cx
2，cy

2および cd
2の計算方法
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は式（5）で示した円形体の測定結果の解析手法と一致する．
ただし，補正プローブ直径の誤差については，参照円の値付

けの誤差を足すことが必要であり，それぞれ式（6）で計算で
きる． 
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もし，校正作業で測定点を均一に取らない場合には，校正

したパラメータ（プローブの中心位置と補正プローブ直径）

の間に相関が生じる．この場合には，以下の解析に影響がで

るが相関がある場合の解析については今後の課題とする． 
 

5. 系統誤差の影響 

前章で示した校正によるボールプローブの中心位置の誤差

および補正プローブ直径の誤差は，校正後の一連の測定で系

統誤差として扱わなくてはならない．また，その他にはプロ

ービングによる偶然誤差を考えて，以降の解析を行う． 
 5.1 補正プローブ直径の誤差の影響 

式（2）の誤差行列は偶然誤差だけを考慮しているため，測
定点間の誤差の共分散はすべて 0 になっている．これに，補
正プローブ直径の誤差の影響を加えてみる．補正プローブ直

径の誤差の標準偏差は cdとする．この誤差の影響が互いに独

立なら，式（2）の誤差行列の対角要素を sp
2から sp

2 + cd
2とす

ればいい． 
しかし，補正プローブ直径の誤差はすべての測定点に同じ

誤差を与えるため，誤差行列の共分散は 0 とならない．図 4
に示すように，2つの測定点の測定値 r1と r2にはプロービン

グの誤差 p（標準偏差 sp）と補正プローブ直径の誤差 d（標準
偏差 cd）が含まれている．プロービングの誤差は測定点それ

ぞれで独立しているが，補正プローブ直径の誤差は同一であ

る．測定点 1 と測定点 2 の誤差 dr1と dr2は，式（7）のよう
に表現でき，この式から分散，共分散は式（8）のように表現
できる．式（8）の分散，共分散による誤差行列 Sを作り，式
（5）と同じ条件で Pの計算を行うと式（9）のようになる．
補正プローブ直径の影響が直径の測定値だけに寄与すること

が分かる． 
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 5.2 中心位置の誤差の影響 
つぎに，校正によるボールプローブの中心位置の誤差の影

響を考える．図 5 に示すように，中心位置の誤差は，補正プ
ローブ直径の誤差と異なり，測定の法線方向とは無関係に一

定の方向への誤差として表現される．中心位置の誤差ベクト

ルにおける X軸方向の成分 dx，Y軸方向の成分 dyおよび法
線ベクトルの角度 tから中心位置の誤差の測定値への影響 dr
は式（10）で計算できる 
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誤差は小さいため測定位置への影響は無視できるので，測

定点間の相関を考えるには，図 6のような 2つの測定点に対
する測定誤差の関係を考えればよい．測定点における誤差の

分散と 2 つの測定点間の共分散は，cx
2と cy

2が等しいので式

（11）で表現できる． 
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 5.3 校正による不確かさの影響のまとめ 
いままでに計算したように，ボールプローブの校正作業に

よる系統誤差の不確かさへの寄与は，式（8）および式（11）
を考慮した誤差行列によって計算できる．仮定したようにボ

ールプローブの校正作業を均一なプロービング位置で行えば，

2 種類の不確かさは独立するので，両方の不確かさを合計す
ると，誤差行列の分散と共分散は，式（12）のように表現で
きる．この誤差行列を式（1）へ代入することで，校正作業に
おける系統誤差が，測定円の中心位置および直径の測定の不

確かさへどのように寄与するかを推定することができる． 
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プローブの校正を 1回だけ行った場合は，プローブの中心

位置の誤差は測定結果の絶対的な位置にのみ寄与する．また，

参照円の値付けの誤差を含む補正プローブ直径の誤差は，直

径の絶対的な測定にのみ寄与する．つまり，円の中心位置の

相対的な位置を評価する場合には，プローブの中心位置の誤

差を無視することができ，2 つの円の直径の相対的な差を評
価するような場合には，補正プローブ直径の誤差を無視する

ことができる． 
つぎに，測定の途中でプローブの校正をやり直したり，別

のプローブを使ったりした場合のことを考えてみる．この場

合には，最初のプローブと 2番目のプローブはそれぞれ校正
によって生じる系統誤差を持つが，それぞれの系統誤差の値

は参照円の値付けの誤差を除いて相関がない． 

したがって，最初のプローブによる誤差行列を S1，2 番目
のプローブによる誤差行列を S2とすると，誤差行列は 2つの
誤差行列を対角に並べ，残りの部分に参照円の値付けの誤差

による共分散を入れた，式（13）のように表現できる．式（13）
を式（1）に適応することで，このような複雑な場合の測定結
果の不確かさも推定できる． 
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6. 計 算 結 果 

前章で計算した誤差行列の式（12）および（13）を利用し
て，いくつかの典型的な場合の不確かさの推定を行った． 
 6.1 均一に測定を行った場合 

1 つのプローブで均一に測定を行った場合は，測定結果の

不確かさは式（14）で推定できる．ここで，校正に使用した
測定点の数が m点，測定に使用した測定点の数が n点である．
この場合は，不確かさに相関は生じない．中心位置の不確か

さで，座標の相対的な関係だけが問題となる場合には，cx
2の

項は無視できる． 
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2 つ以上のプローブで測定する場合も，それぞれのプロー
ブが均一に測定を行えば，同様に測定の不確かさが計算でき

る．式（15）は最初のプローブを m1 点で校正し，測定円を

n1点で測定し，2番目のプローブをm2点で校正し，測定円を

n2点で測定した場合の不確かさである． 

2

2211

2
2

2211

2
2

44
1

44
1

22
1

22
1

c
p

d

p
x

s

mnmn

s
s

mnmn

s
s

+

+
+

+

=

+
+

+

=

 (15) 

 6.2 不均一に測定を行った場合 
不均一に測定を行った場合は，前節のように解析的にきれ

いな結果にはならないが，数値的には簡単に計算できる．例

として，プローブの偶然誤差の標準偏差を 5 µm，校正の測定
点数を 8点とし，参照円の値付けの誤差を標準偏差で 3 µmと
した．この条件では，校正におけるボールプローブの中心位

置の誤差は 2.5 µm，補正ボール直径の誤差は参照円の値付け
の誤差を含めないと 3.536 µm，含めると 4.637 µmとなる． 

図 7（a）のように 1つのプローブでランダムな位置を 5か
所測定した場合は，測定結果の不確かさを示す行列 Q は式
（16）のようになる．行列Qは，行列 Pの各要素の分散，共
分散から標準偏差と相関係数を計算したものである．測定結

果の標準偏差が 5 µm程度と大きいこと，パラメータ間に大き
な相関があることが分かる． 

3 つのプローブを使用して同様の条件で，図 7（b）のよう
に測定すると，行列Qは式（17）のようになる．測定点の数
が合計 14点と多いため，パラメータの不確かさはプロービン
グの偶然誤差よりも小さくなり，相関も小さい．これは，平

均効果である．式（17）の条件で，ボールプローブの校正の
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(a)                          (b) 
   Fig. 7 Examples of circle measurements for estimation of 
 uncertainties: (a) 5 measured points by single probe, 
 (b) 14 measured points by 3 probes 
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各誤差を入れた場合と入れない場合の各パラメータの不確か

さを表 1 に示す．補正プローブ直径の誤差と参照円の値付け
の誤差は別々に考えた．どの校正誤差を考慮するかで，測定

結果の不確かさが異なっていることが分かる． 

















−−
−
−

=
865.6210.0297.0
210.0065.5484.0
297.0484.0895.4

Q  （16） 
















=

845.4   018.0   111.0   
018.0   720.2   082.0   
111.0   082.0   444.2   

Q  （17） 

一般的には，中心位置については，相対的な位置だけが問

題となるので，ボールプローブの校正による中心位置の誤差

を無視した場合の不確かさを使えばよい．絶対的な直径測定

の不確かさに関しては，参照円の値付けの不確かさが直接加

算されるため，参照円の値付けが非常に重要となる．直径測

定の場合も，2 つの円の相対的な直径の差を測定するような
場合には，参照円の値付けの誤差と補正プローブ直径の誤差

の影響を無視することができる． 
 
 

7. 結   論 

本論文では，形体測定における測定の不確かさ推定におい

て，従来は扱うことが難しかった未知の系統誤差の効果につ

いて検討した．未知の系統誤差のうち，校正作業によって生

じるボールプローブの中心位置の誤差および補正プローブ直

径の誤差が，測定結果にどのように影響するかについて，理

論的に考察した．その結果以下のことが分かった． 
（1） 校正によって生じる，ボールプローブの中心位置の誤
差および補正プローブ直径の誤差を考慮した誤差行列の

計算方法を導出した． 
（2） この誤差行列とヤコビ行列を利用して，測定結果の不
確かさを推定する手法を示した． 
（3） いくつかの場合について，上記の不確かさを計算し，

その振る舞いを検討した． 
今後は，他の未知の系統誤差であるスケールの低次の誤差，

温度の時間変動，低次の形状偏差の影響などの取扱いの定式

化を行い．複雑な測定における測定の不確かさの推定方法を

確立することを目指す． 
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Table 1 Uncertainty of center position and diameter of  
 measured circle by contributors of calibration  

 errors on Fig. 7 (b) 
 unit: µm 

Center position 
error of probe cx, cy × ○ × ○ ○ 

Diameter error of 
probe cd 

(sc not included) 
× × ○ ○ ○ 

Certificate error of 
reference circle sc × × × × ○ 

X position error of 
measured circle sx 1.928 2.441 1.933 2.444 2.444 

Y position error of 
measured circle sy 1.956 2.473 2.266 2.720 2.720 

Diameter error of 
measured circle sc 2.733 3.197 3.419 3.805 4.845 

 

 


